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EQUATION DE LIE. 1I

BERNARD MALGRANGE

6. Eqmﬁons de Lie: forme finie

Soit I.(a) e Q*(a, a) le jet d’ordre k en a de I’identité, et soit I, la section
de QF: a— I.(a). Soit &e (X, J¥(T)); et soit F, e I'(X, %), avec F, = I,
(d/d0F,,_., = & (1e R, voisin de 0); on peut aussi considérer (d/dF(a)|,_,
en tant que vecteur de Q.(a) en I,(a), et I'on s’assure aisément que ce vecteur
ne dépend que de &; d’oll un isomorphisme entre J*(T)(a) et I’espace des
vecteurs de Q*(a) en I,(a). Désignant par V' (Q*) I’espace des vecteurs verticaux
de O pour la projection “source”, cela revient a dire qu’on a un isomorphisme
JHTHa) = V(QF)T(a).

Soit F ¢ Q%(a, b); I'application G — GF est un isomorphisme Q*(b) — Q*(a);
cet isomorphisme fait correspondre a £, vecteurs de Q%(b) en G(= vecteur
vertical de Q% en G) un vecteur de Q%(a) en GF, que nous noterons &F; en
particulier, si ’on prend G = I,(b), on obtient une application & — &F': JH(T)(b)
— V(Q¥)(F). Soit e T'(X, J(T)); pour F ¢ Q% posons éF = &(b)F, b =but F;
Papplication F — &F définit un champ invariant & droite sur Q*, que nous
noterons 7*(£); il revient au méme de construire ¢* ainsi: considérons pour un
instant Q% comme fibré sur X par la projection “but”; si g est un automor-
phisme de X, associons-lui I’automorphisme de Q* (qui, pour tout a, est un
automorphisme de Q*(a)): F — (F*g)(b)F, avec b = butF; en passant aux
automorphismes infinitésimaux, on obtient une structure de prolongement
d’ordre k sur X de QF qui définit précisément z*; en particulier, ¥ est un
morphisme d’algébres de Lie. Soit maintenant R* une équation de Lie; les
R*F, F ¢ QF forment un systéme de Pfaff complétement intégrable et transverse
a I, puisque formé de vecteurs verticaux; l’ensemble des sous-variétés
intégrables passant par I, définit donc un germe de sous-variété de Q* au
voisinage de I, que nous noterons P*; nous désignerons aussi par P* un
représentant du germe précédent, que 1’on sera amené 2 restreindre au besoin
pour que les propriétés qui suivent soient vraies.

II résulte immédiatement du théoréme des fonctions implicites que la restric-
tion & P* de l’application ‘“‘source”, et de l’application ‘“but” sont des
submersions; par contre, la restriction & P* de 1’application- (source, but) est
une submersion si et seulement si R* est formellement transitif, ce qui, par

Received February 3, 1972. Continuation of Part I, J. Differential Geometry 6 (1972)
503-522.



118 BERNARD MALGRANGE

définition signifie que la projection R* — T est surjective (dans le cas général,
on ne peut absolument rien dire; nous n’avons méme pas supposé R¥ — T de
rang constant). On démontre, comme dans la théorie des groupes de Lie, que
P* est un germe de sous-groupoide de Q* le long de I, c’est-a-dire que sil’on
a Fe P*, G e P*, source (G) = but (F), et si F et G sont assez voisins de [,
on a F~'e P* et FG ¢ P* (nous laissons les détails au lecteur). Comme Q*, P*
sera muni sauf mention explicite du contraire de la projection “source”; nous
noterons alors &* le faisceau de ses sections, et &* le faisceau de ses sections
étales. Dans la suite nous supposerons k > 1, le cas k = 0 étant trivial par
Frobenius.

On peut considérer P* comme une équation différentielle (non linéaire)
d’ordre k dans les germes d’applications X — X ; nous allons donc utiliser dans
ce cas particulier la théorie formelle des équations différentielles non-linéaires,
en prenant pour référence [10]. Dans toute la suite de cet article, nous sup-
poserons que R* est une équation de Lie formellement intégrable.

Commengons par rappeler une proposition connue (cf. [21]). Pour F ¢ Q*#
et £¢ (X, J¥(T)), on peut définir &F, vecteur vertical de Q%% en F de la
méme maniére que nous avons défini z* ci-dessus; désignons par J(P*) (resp.
JY(P¥) C Q*®) 'ensemble des jets d’ordre 1 de sections (resp. de sections
étales) de P*; il est facile de voir que, au voisinage de T =2 21> J (PP
peut étre construit au moyen du systetme de Pfaff F — JYUR*¥F de la méme
maniére que P* a été construit au moyen de R*; d’autre part, du fait que
Al Q¥+ — Q¥ est un homomorphisme de groupoides, résulte que A' commute
a4 Dopération (&, F) — £F; ces faits, joints a D’égalité R**' = (I)~'JY(R¥)
entrainent, au voisinage de I, la relation P¥*! = ()~ T(PE).

D’autre part, Q**! s’identifie naturellement au prolongement d’ordre 1 de
QF (puisque k£ > 1, un jet d’ordre k + 1 d’application X — X dont la projec-
tion d’ordre k est inversible, est lui-méme inversible) ; par la méme argument,
on a aussi J'(P¥) N A(Q**) = J(P¥) N A(Q*"Y). Par conséquent, (P¥)® =
(AH-1J'(P*) est le prolongement d’ordre | de P*, et I’on a le résultat suivant:

Proposition (6.1). Au voisinage de I;.,, on a P**' = (P¥)"; en particulier
la projection (P¥)" — P* est surjective.

Le dernier point résulte du théoreme des fonctions implicites, et de 1’hypo-
thése “R**' est un fibré, et =, : R¥*' — RF¥ est surjectif”.

Dans la suite, nous noterons (#%)® [resp. (£*)*] le faisceau des sections
(resp. des sections étales) de (P*)™, considéré comme sous-fibré de Q***.

La fin de ce paragraphe sera consacrée a 1’étude du complexe de Spencer de
P%_ Pour cela nous aurons besoin de reprendre les considérations qui conduisent
d’habitude a la définition de la “forme fondamentale sur les espaces de repéres”
(cf. notamment [2], [15]), et de donner leur lien avec le formalisme développé
au §3.

Soit G une section de Z*; pour a< X, I’application F — G(b)F (F € Q*(a),
but F = b) est un automorphisme de Q%(a); cet automorphisme transforme
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& e V(O®)(F) en un vecteur de V(Q*)(G(b)F) que nous noterons G&; en par-
ticulier, prenant F = I,(a), I’application £ — G¢ est une bijection JE(T)(a) =
V(0" (@) — V(Q*)(G(a)). On vérifie que I'action a gauche des automor-
phismes diagonaux définie ici sur ¥ (Q¥) commute a I’action & droite définie au
début de ce paragraphe; alors la bijection JHT) (@) — J*(T)(b) définie par
&+ G&G(a)™' (que nous écrirons aussi §+— G£G~') provient de 1’action
naturelle des automorphismes diagonaux sur les champs diagonaux: pour s’en
convaincre, il suffit de remarquer que, si F, est une famille & un parametre de
sections de 2%, avec Fy = I, (d/dDF,|,_)(a) = &, ona (d/d)GF,G™|;_(a) =
GEG™'. Nous poserons GEG™' = G(§), ou quelquefois G[£] pour éviter les
confusions.

On vérifie aisément que G(£) ne dépend que de £ et du jet d’ordre 1 de G en
a; d’ol une application

248 X JHT) — V(QF)
X

que nous noterons encore (H, &) — H($).

Prenons maintenant H, ¢ Q**'(a), et posons H = . H, ¢ Q*(a),b = but H;
nous allons calculer (A'H,)é&, pour &e JE¥T)a); pour cela prenons un germe
fe Aut (X),, avec j**'f(a) = H,; par définition de 2!, on a j'j*f(a) = A 'H,,
d’ou, par définition de (A'H)&: (I'H)E = (fkf)f; par suite, on a (A, H,)éH™! =
G*HEG P = (F¥)(&), action naturelle de j*f sur &; mais j*f est la partie
principale d’ordre & de I’application diagonale F définie par y’ = f(x"), y = f(x) ;
comme F préserve la structure de produit de X?, donc commute a v, on a aussi
(G = F(&) = v 'Fg) = v '(J**'H)(u8), cette dernidre égalité résultant du
fait (déja noté au § 5) que l'action d’une transformation diagonale sur J*(T)
ne dépend que de sa partie principale d’ordre & + 1; or cette derniére action
s’effectue fibre par fibre sur les deux facteurs, comme on le vérifie immédiate-
ment. Finalement, on trouve la formule suivante:

(6.2) (LH)EH™" = v H,(6) .

On en déduit la proposition suivante:

Proposition (6.3). Soit F, e 21, avec n,F, = F, et soit £ ¢ J¥(T)a); ona
F'(XF)E = & — (&) & FF,.

En effet, on a F7'(1'F)& = F'(AF)EF'F = F~y'F,(v&)F par (6.2), et le
dernier terme est encore égal a F~'[v~'F,(v&)]; la formule résulte alors immédi-
atement de (5.8).

Du fait que v! — /(2F) et v + '(2F) sont inverses 1’un de 'autre, on
déduit de proposition (6.3) qu’on a aussi

(6.4) (WF) " FE=¢+vERDF) =&+ ER DF,,

ol £’ est défini par la remarque (5.13).
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A noter que, dans la proposition (6.3) et (6.4), on aurait pu aussi bien écrire
dans le terme de gauche j'F au lieu de F; a noter aussi que, pour a fixé,
Q"*Y(a) est “I’espace des repéres d’ordre k& + 1 de source a” et que I’applica-
tion qui a & e V(Q**)(F), F e Q**¥(a) fait correspondre v(3'F) 'z;& définit sur
Q*%*Y(a) une forme a valeurs dans J*(T)(a), qui est précisément la forme fonda-
mentale de Cartan sur Q%**!(a).

Les formules précédentes peuvent s’écrire un peu autrement. Soit J}(Q¥)
I’espace des jets d’ordre 1 de sections de Q*; on a une injection canonique
QWk 5 JY(Q*) 'image étant formée des éléments inversibles de JY(Q¥%); soit
I3 Q%) le sous-ensemble des F e J'(Q*) qui se projettent dans QF sur I, et
posons encore Q¥ = J(Q*) N Q%*; on sait (cf. [10]) que J'(Q¥) est un
fibré affine sur Q%, de fibré vectoriel associé T* &® V(Q*); par un point
F ¢ J}(QF) passe une section canonique, a savoir 7', d’otl un isomorphisme

JHO = T* @ JHT) .

Proposition (6.5). Pour Fe Q" (a)et e J*(T)a), ona FE =& + £ & §F.

Prenons G, section de Z* au voisinage de a, avec j'G(a) = F; en co-
ordonnées locales, G est défini par y = g(x,x'), y = g(x,x), modulo
(x' — x)**'; on a G(a) = I{(a), donc g(a,x’) = x’ modulo (x' — a)**!; a
I’ordre 1 au voisinage de g, i.e., modulo (x — a)?, (x" — x)**!, on peut alors
écrire g(x, x') = x"+ > (x;,—aph,(a, x), les a, étant définis modulo (x’—a)*+*;
on vérifie alors facilement, en développant g suivant les (x’ — x)*, puis les
coefficients g,(x) suivant les puissances de (x — a) que ’on a

_dx® (ax

6.6) (d®voG = 3, dx; @ hya, X) aax

Soit alors H, une famille a4 un paramétre de sections de 2*, avec H, = I,
(d/dt)H,|,.(a) = &; en coordonnées locales, H, est défini par y' = A,(x, x'),
y = h(x,x) = h(x), avec hy(x,x") = X, et

_ [ 4
°= ( d
Alors G o H, est défini par
y: = g(hg(x)9 ht(x9 xl)) b yt = g(hg(x)9 h(zj(x))

dh, )
5 (a,x7)) .

etl’on a

WGe = D) = W By 4 Lo, ) 0 )

comme (3g/6x")(a, xX') = identité, le second terme vaut (dh,/dt)(a, X') = v&; et,
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d’aprés les formules donnant 4G et &, le premier vaut v(¢ X 6G); d’olt le
résultat.
Corollaire (6.7). Soit F, e 9%*', et posons n,F, = F; on a

AP AF)] = —(* QidPF(=P'F,) .

Cela résulte immédiatement de la proposition (6.3) et de la proposition
(6.5): on déduit aussi de (6.4) et de la proposition (6.5) qu’on a, sous les mémes
hypothéses

(6.8) SIAF)'(F'F) 1 = (id ® v HF,

(cf. [21], o cette derniére formule est prise comme définition de ZF)).

A noter que ces formules peuvent facilement se vérifier en coordonnées
locales en utilisant (5.3), (5.10) et ’expression de 3, qu’on obtient en rem-
placant dans (6.6) (a, x, x’) par (x, x’, x”). A noter aussi qu’elles sont I’analogue
“non linéaire” de la formule (4.5).

Proposition (6.9). Soit Fe 2%, avec m F ¢ P*; les propriété suivantes
sont équivalentes:

i) Fe (P99 ii) QF ¢ T Q &*; iil) GF ¢ J(T)* @ F*.

En effet, J'(P*) est un sous-fibré affine de J'(QF) (restreint a P*), de fibré
vectoriel associé V(P¥); par suite, on a aJi(P*) = T* ® R®. Alors, la formule
(6.7) montre que iii) équivaut a A‘F ¢ J'(#*), donc a i). L’équivalence i) & ii)
s’établit de méme, en utilisant (6.8). On peut aussi démontrer directement
I’équivalence ii) & iii) en utilisant le fait que v 4+ (2F) et v~' — ['(ZF) sont
inverses 1'un de ’autre, et la remarque élémentaire suivante: soient £ un
espace vectoriel, F un sous-espace de E, u une application linéaire £ — FE,
avec u(E) C F,I + u inversible, alors, si I'on pose (I + u)™* =1 — i, on a
encore #(E) C F.

De la proposition précédente résulte que le complexe (5.12) donne par
restriction un complexe

6.10) (o) =5 @90 s p() @ B+ E () @ TN

ol (Sol) désigne la faisceau des f e Aut (X) vérifiant j*f e P* (c’est un germe
au voisinage de I, dans la topologie fine #*, de sous-groupoide de Aut (X),
que ’on désigne souvent sous le nom de “pseudogroupe de Lie”’). Ce complexe
est exact en (#%); par ailleurs, si R* est contenu dans le prolongement
d’ordre 1 d’une équation de Lie R*~', on peut remplacer le dernier terme par
AT )* @ Z*-'. De méme, le complexe (5.5) donne par restriction un
complexe analogue, que nous n’écrirons pas.

Remarque (6.11). Les considérations qui conduisent a la proposition (6.3)
se “restreignent” & P*; en particulier, si Fe 2%, on aura F(#*) = #*; si
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F e (P59, on aura F(#*) = #* (cette derniére égalité ayant aussi un sens
“fibre par fibre”); nous laissons les détails au lecteur.

Passons a I’étude du “complexe de d-cohomologie” de P*; soit y* le noyau
de 7y _,: J5(T) — J¥~(T); a noter qu’on a un isomorphisme 7* =~ S*JA(T)* ®
J(T) commutant aux automorphismes diagonaux de X?. Soit d’autre part v(QF)
le sous-espace des vecteurs de V(Q*) dont la projection dans V(Q*~") est nulle;
soit F e O*, de source a et de but b, avec k > 1; la théorie formelle des équa-
tions différentielles (cf. [10]) donne un complexe

s ’ * k-1 4 e
(6.12), 0 — v(@" (F) —> T*@ ® v(Q* H(F) —>

O TG ® (0F ) —— 0 |

D’autre part, la théorie des équations linéaires (cf. § 1) donne un complexe

’ * k-1 g PR
(6.13), 0 — r¥(@) —> T*(@) @ 7*"'(a) —>

_5) ArT*(a) ® ,rk—'n. _ 0.

Le passage de I'un de ces complexes a I’ autre peut s’effectuer ainsi: prenons
fe Aut (X),, avec j*f(a) = F; alors I’application & — (f’ff)é,é~ = v~ & envoie
bijectivement J*(T)(a) sur V(Q*)(F); il est visible que la restriction de cette
application a y* ne dépend que de F et méme de =,F; on opére de méme pour
y',1 < k; on obtient ainsi un diagramme (6.12), — (6.13);. '

Lemme (6.14). Ce diagramme est commutatif.

Tout d’abord, pour F = I(a), la démonstration se fait imnmédiatement, par
exemple en coordonnées, et peut &tre laissée au lecteur. Pour passer de 1a au
cas général, notons pour un instant E le fibré X* — X défini par la projection
(x,2) — x, et considérons le germe d’automorphisme fibré (x,z) — (x, f~'(2))
de E au voisinage de (a, b), b = but F'; il définit un germe d’automorphisme
de JYE), donc de V(JYE)) (0 < I < k) au-dessus de X; en particulier on
obtient un isomorphisme V(Y (E))(F) —~ V(JYE)),(a) ou encore, dans nos
notations V(Q)(F) = V(QYU,(a)) ~ JUT)(a), dont on vérifie (par exemple
en exprimant les vecteurs a partir de familles & un paramétre) qu’il coincide
avec I’inverse de I’application & — (j*f)€ considérée ci-dessus; il suffit alors
d’appliquer un lemme de Goldschmidt [10] qui assure que le complexe (6.12),
commute aux automorphismes fibrés de E.

Remarquons que, pour 1 <[ < k, onay* < JT), donc v~! induit V’identité
sur 7'; on peut alors définir 1’application y'(a) — v(Q)(F) par & — G&, avec
G e Z%a),G(a) = F (en effet, G& ne dépend que de G(a) si EeJ¥(T)(a),
puisqu’alors & est un vecteur de Q%(a, @) en I(a)). Par contre, cela serait faux
pour ! = O (cf. formules (6.2) et suivantes).

Posons maintenant g* = ¢* N R%, »(P*) = V(P*) N v(Q*).
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Lemme (6.15). Soit F ¢ P*, de source a; I'isomorphisme précédent y*(a) =
VQ*)(F) donne par restriction un isomorphisme g¥(a) = v(P*)(F).

On a k > 1, donc la remarque précédente s’applique; soit alors G ¢ F%,
avec G(a) = F; on a GR*a) = V(P¥)(F), d’ou par restriction Gg*(a) =
(P¥)(F), ce qui démontre le lemme.

Théoreme (6.16). Supposons g* 2-acyclique. Alors P* est formellement
intégrable.

En effet, il résulte des lemmes précédents que v(P¥) est 2-acyclique, et que
V(PH)W = Ker {T* @ v(P¥) —» A£T* ® v(Q* ")} est de rang constant puisqu’ il
est isomorphe a g**! X x P¥, avec g¥*' = Ker {z;: R**' — R*}.

D’autre part, on a vu que (P¥)V — P* est surjectif, donc (P*) est un fibré
affine sur P*, de fibré vectoriel associé v(P¥)V, Le théoréme résulte alors de
Goldschmidt [10].

Remarque (6.17). Puisque R* est supposé formellement intégrable, il existe
un prolongement R* (I > k) qui soit 2-acyclique, ou méme involutif (i.e.,
n-acyclique; cf. [22], [9]). Quitte a restreindre P* une fois de plus, on déduit
alors de la proposition (6.1) et du lemme (6. 15) que P’ est formellement intégra-
ble, et P! — P* surjectif. D’ou ’existence de solutions formelles (et, dans le cas
analytique, de solutions) de 1’équation P* dont le jet d’ordre k soit n’importe
quel élément donné de P*. )

7. Le complexe de Spencer ‘‘sophistiqué’’

Rappelons d’abord la version “sophistiquée” du complexe de Spencer ([24]

ou [25]; voir aussi [22] et [9] pour le cas linéaire). Soit J la restriction de — D
a AI9IH* ®_r" (k > 1), et posons

Bo? = Ao](T)* @ JHT)[3(4P~1(T)* @ 1**) ;  B* = ®BY? .

A noter que (toujours pour k¥ > 1), #* (le faisceau des sections de B*) est un
faisceau d’algebres de Lie graduées pour le crochet quotient de celui défini au
§3 sur AINI)*® JHT): cela résulte immédiatement de (3.12) et du fait que,
pour k > 2, AJ(T)* @ y* est un idéal de AJ(T)* ® JEHT) (par contre, pour
k =1, cette derniére propriété n’est plus vraie car #(y') n’opére pas trivialement
sur J(J)*; seul subsiste le fait que 7 est un idéal de JYT)). On a alors un
complexe

- A A

% b
(7.1) 00Tt gre Pogen 2o Plgea

obtenu de la maniere suivante; soit u e Z*?, on reléve u en v’ e APJ(T)* Q
JEY(T), et on prend pour Du la classe de Duw’ dans #%?*! (il est immédiat
qu’elle ne dépend que de u); il est connu que ce complexe est acyclique; par
passage au quotient, on voit que la formule (3.12) sera encore vraie ici, avec
D remplacé par D, le crochet étant celui de #*.
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a coefficients analytiques des opérateurs différentiels D: 7% — €% et ¥*! —
%**, adjoints qui sont respectivement un (M,L) et un (N, M) opérateur
différentiel linéaire sur X d’ordre 1, et seront tous deux notés D*,

Soit z = (zy, - - -, ;) un systéme linéaire de coordonnées dans L ; soit d’autre
part « la projection ‘“‘source”: P* — X; comme « est une submersion, et
compte-tenu des isomorphismes X X L ~ Re =~ V(P¥L,), on peut, pour
tout ouvert U C C X, avec Oe U, trouver un ouvert W C L, avec Oe W et un
isomorphisme analytique de fibrés sur U, ¢: U X W — (un voisinage de I,
dans) a™*(U) possédant les propriétés suivantes:

D oU x 0D = 1I;

2) pourtoutx e U, 'isomorphisme (3¢ /0z)(x, 0): L — V(P*)(I,(x)) coincide
avec I'isomorphisme cj-dessus,

Les sections de P* au-dessus de U (et assez voisines de I,,) s’identifient donc
aux applications x — Z(x) de U dans W, ceci dans le cas analytique comme
dans le cas ¥~ ; en restreignant au besoin W, on peut supposer que les sections
qui vérifient, pour tout x e Uet pour i = 1, - .-, n: (0Z/0x,)(x) e W sont étales
(puisque toute section de P*, ¢¥'-voisine de I, est étale).

Cela posé, revenons a notre probléme; comme 1’équation $F = u, F(0) =
[,(0) admet une solution formelle en 0, on peut par une transformation
préliminaire se ramener au cas ou j'u#(0) = O (on pourrait méme supposer que
u s’annule en 0 & un ordre arbitrairement grand, voire infini, en 0, mais peu
importe). En restreignant au besoin X, U, etc..., on peut supposer que u est
défini sur X entier et y vérifie 2,u = 0; enfin, en remplagant F par F~!, on
remplace 1’équation 9F = u par u” = 0. Nous allons démontrer d’abord le
résultat suivant, en apparence plus faible:

Proposition (9.2). Si U est assez petit, il existe F e F(U %), avec j'F(0)
= jI(0), tel qu’on ait D¥(u") = 0.

Dans notre systtme de coordonnées, 1’application F — u® s’écrit

Z— {x - (D(x,Z(x), ,;/(x))} ;

ou @ est une fonction de classe ¥= sur U x W7**!, & valeurs dans M; la con-
dition jF(0) = jI,(0) s’écrit Z(0) = (6Z/0x,;)(0) = O. Posons

9.3) D*(D(x z, Ag,Z ) 5 A“<x z,

X =y

.32,) vz

Kk oZ )
0X;0X ;

B(x Z, =
+ )

axk X

Lemme (9.4). L’opérateur différentiel (linéaire, de L dans L)

Z> 31 44,0,0,00 7%

e xiaxj

est elliptique.
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Considérons I'opérateur linéarisé de F+— D*(u:*) le long de {;, i.e., prenons
une famille & un paramétre F, avec Fy, = I, (d/d0)F,,., = e (U, Ry et
considérons ’application & — (d/dr)D*(u”1)|,_,; on trouve immédiatement que
cette application vaut & — D*ﬁé + D*6(&)u; comme j'u(0) = 0, son symbole
en x = 0 coincide avec celui de D*D, qui est elliptique puisque D est elliptique
(cf. [22] ou [9]). D’autre part, en calculant cet opérateur linéarisé en
coordonnées, a partir de (9.3), on trouve que son symbole en x = O coincide
avec celui de (9.4). D’oll le lemme.

La démonstration de la proposition (9.2) est alors une application usuelle de
la théorie des équations elliptiques; il suffit méme de recopier, avec des
modifications mineures, un raisonnement de Agmon-Douglis-Nirenberg {1,
Théoréme 12.6]. Pour la commodité du lecteur, nous allons détailler un peu.

Soit s € ]0, L[, fixé une fois pour toutes. Soit B une boule fermée de R” (pour
la norme euclidienne, notée | - |); pour &£ € NN, désignons par €+ %(B) I’ensemble
des fonctions sur B, & valeurs réelles, continues ainsi que leurs dérivées d’ordre
< k, les dérivées d’ordre &k vérifiant une condition de Holder d’ordre s; muni
de la norme

Siew = 3 sup D] + 5 sup DI = DI

lal<k TEB lal<k z,¥€B lx — ¥y
TFEY

cet espace est complet. On trouve de méme I'espace €* #(B) ® L, qu’on notera
¥*~¥(B, L); dans la suite, nous supposerons B centrée en 0, et nous désignerons
par €3*¥(B, L) le sous-espace du précédent formé des Z vérifiant Z(0) =
(8Z/9x,)(0) = 0.

Lemme (9.5). L’opérateur différentiel (9.4) est surjectif direct (i.e., admet
un inverse a droite linéaire continu) de ¢35 (B, L) dans €*(B, L).

Soit ¢ une fonction ¢ #=(R"), & support compact dans 258, avec ¢ = 1 au
voisinage de B. Etant donné fe ¥*(B, L), soit f le prolongement de f défini,
pour x ¢ B, par f(x) = ¢(x)f(xr*/|x[)), r = rayon de B; il est facile de vérifier
que I’application f — f est continue de €*(B, L) dans ¥*(2B, L); de plus, f est
évidemment a support compact dans 25.

Soit alors E une solution élémentaire & droite de 1’opérateur (9.4), i.e., une
distribution sur R* a valeurs dans Hom (L, L), vérifiant

7’E
10X ;

2. Aij(Ol 0,0 =4.id ,

é la masse +1 en 0, et soit Z la restriction de Exf a B. Si ’on choisit con-
venablement E, il est connu qu’on a, avec K > O convenable: Z ¢ €**%(B, L)
et || Z]i,,, < K|[f|l; (voir [4], démonstration du théoréme 2 ; en fait, a posteriori,
le choix de E est inutile, puisque deux telles solutions élémentaires différent
par une fonction %=, et méme analytique, mais peu importe ici); on a pour
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> 4:50,0,0) (Exf) =1 ;
. Zaxj

ramener Z dans €3*%(B, L), il suffit alors de le remplacer par Z — Z(0) —
2. (0Z/3x,)(0)x;, puisque les polyndémes de degré 1 sont annulés par (7.4);
d’ou le lemme.

Fixons B une fois pour toutes, avec B C U, et soit # une boule de
@B, L), centrée en 0, et telle qu'on ait, pour Ze &, xe B: Z(x) ¢ W,
0Z/0x, e W,, avec W, C C W. Considérons I’application

¥.10,11 x # — (B, L)
définie par

*Z
0X,0%

U1, D)) = T A, (tx 7, ng ) + B(tx, 7, z-@%) .

g7

Cette application posséde les propriétés suivantes :

1) Elle est de classe #* (et méme %¥=): ceci est un exercice de calcul
différentiel banachique qui peut étre laissé au lecteur.

2) On a ¥(0,0) =0. En effet, on a par définition de @: @(x,0,0) =
u(x), donc, puisque ju(0) = 0, &(0,0,0) = (90/dx;)(0,0,0) = 0. D’autre
part, si 'on pose D* = 37 a,(3/0x,) + a, (les a, étant des fonctions analytiques
a valeurs dans Hom (M, L)), on a:

0@ oz a0

b g e
ol ).

B(O5 O’ O) = Z aq_(a@/axz)(o, O, O) + ao@(o, O, O) = O .

B(nggf) =2, a

X %

GZ) 0Z

ax, | ox,

3) La dérivée partielle (0¥ /92Z)(0, 0) est surjective directe, d’aprés lemme
9.5).

D’aprés le théoréme des fonctions implicites, il existe, pour ¢ voisin de O,
un Z, ¢ # vérifiant ¥(¢, Z,) = 0. Alors la fonction Z définie au voisinage de 0
par Z(x) = #Z,(x/t) satisfait (7.3), de plus, elle vérifie bien Z(0) =
(0Z/0x,)(0) = 0.

Reste a voir que Z est de classe ¥~ au voisinage de 0; cela se voit par un
raisonnement classique sur les équations quasi-linéaires que nous allons répéter ;
posons a;{(x) = A;{x,Z,3Z/3x), b(x) = B(x,Z,3Z/9x); alors Z vérifie
I’équation linéaire
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0°Z

Z aij(x} axiaxj

+ b(x) =0

comme Z est de classe ¥*** dans un voisinage U, de a, les a,; et by sont de
classe ¥*~'; en particulier notre équation, étant elliptique en 0, est elliptique
dans un voisinage U, de O; on peut supposer U, = U,; appliquant [4, théoreme
4] on trouve que Z est de classe ¥*** dans U,, donc a; et b de classe 7, et
ainsi de suite. Ceci achéve la démonstration de la proposition (9.2).

Pour démontrer le théoréme (9.1), posons maintenant v = u®; on a v(0) =
0 puisque w(0) = 0, */F(0) = j1,(0); d’autre part, on a D*v = 0 d’aprés
(9.2) et 2,0 = Sv — 4[v, v] = 0 d’aprés (6.16); par suite, on a

(9.6) DD*v + D*Dv — 1D*[v,v] = 0 .

Cette derniere équation est visiblement a coefficients analytiques en x, v, v},
v}, (elle est méme polynomiale du second degré par rapport a (v, ;, vi})).
Montrons que, au voisinage de 0, v est une solution elliptique de cette équa-
tion, i.e.. que l'opérateur linéarisé de (9.6) le long de v est elliptique; ce
dernier s’écrit en effet:

w — DD*w + D*Dw — D*[w, v] .

Il suffit de vérifier Pellipticité en 0; or, du fait qu’on a v(0) = 0, on voit
facilement que cet opérateur a méme symbole en 0 que w — DD*w + D*Dw;
on sait par ailleurs ([22] ou {9]) que ce dernier est elliptique; d’ou le résultat.
II est alors connu que v est analytique au voisinage de O (voir par exemple
[6]); d’aprés (8.3) et (8.5), il existe G, germe de section analytique &%
vérifiant ¢ = u¥¢ = 0, d’ou Y(G~'F~Y) = u, ce qui démontre le théoréme.

Remarque (9.7). Si I’on cherche a démontrer le méme résultat avec un
minimum d’hypothese de régularité sur u, la démonstration précédente doit
étre un peu modifiée, du fait que ’application F — F~(u) ne possédera pas de
bonnes propriétés de différentiabilité dans les espaces €***; on obtiendra une
meilleure équation en travaillant avec H = F~' au lieu de F et en étudiant
I’équation . H-YD*(u")) = H Y (D*)(u — DH) = 0 au lieu de D*(u?) = 0;
nous n’entrerons pas dans les détails (voir {18], pour le cas des structures
presque complexes).

Signalons pour terminer deux conséquences du théoréme (9.1) que nous ne
développerons pas:

1) La théorie des déformations des P*-structures intégrables, lorsque R*
est une équation de Lie 2-acyclique, analytique et elliptique sur une variété
compacte, notamment la construction de “I’espace de Kuranishi” des P*-
structures intégrables voisines d’une P*-structure donnée. Nous renvoyons pour
cela a Qué [21], ol la question est traitée dans le cas transitif (le cas général
est analogue).
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2) L’existence de coordonnées analytiques pour une équation de Lie de
classe ¥~ elliptique et formellement transitive, i.e., R* — T surjectif (d’ol
résulte que, dans le cas formellement transitif, le théoréme (9.1) est vrai sans
faire a priori d’hypothése d’analyticité). Ce résultat s’obtient en combinant le
théoréme (9.1) et le “troisiéme théoréme fondamental” de E. Cartan; voir {11].

APPENDICE
SUR LE THEOREME DE CARTAN-KAHLER

1. Introduction

Le but de cet appendice est de donner une démonstration rapide du théoréme
d’existence des solutions d’une équation différentielle dans le cas analytique,
une fols obienus le résultats formels nécessaires, que nous ne reprendrons pas
ici. Nous nous appuierons pour cela sur une majoration de Grauert [12], plutdt
que sur les majorations pour la “‘§-cohomologie”, a la Spencer [5]; d’ailleurs
ces derniéres avec un choix convenable de normes, sont essentiellement un cas
particulier du théoréme de Grauert.

2. Polydisques distingués

Soit p = (p;, - - -, p,) un systeéme de » nombres >0, et soit P, le polydisque
de C™ défini par les équations |z;| < p;. Soit H'(P,) ’espace des fonctions
holomorphes sur P,, F = 3 f,p* pour lesquelles on a

1, = 2 lfale® < 400

si E est un espace vectoriel sur C de dimension finie, on le munira d’une norme
| - |g etpour F = 3 fz°e EQ H'(P,), on posera encore

"‘FH', - Z |fa|E10a .

Soient E et E, deux espaces vectoriels sur C, de dimensions finies, et soit
U= 3 uxzu,eL(E,E) une fonction holomorphe au voisinage de O dans
C", a valeurs dans L(E, E,); pour p suffisamment petit ’application U,: F —
UF envoie continuement £ @ H'(P,) dans E, ® H'(P,). Nous dirons par défini-
tion que “p est U-privilégi¢” si I'image de cette application est fermée, et
formée de tous les G e E, ® H'(P,) qui, au voisinage de 1'origine sont de la
forme UF,, F, holomorphe a 1’origine (comme il est bien connu. il revient au
méme de dire qu’il existe une série formelle en O, soit F.. telle qu'on ait
i’égalité entre séries formelles G = UF,).

Théoréme (2.1) (Grauert). Les P, tels que p soit U-privilégié forment un
systéeme fondamental de voisinages de Q.
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Pour la démonstration. nous renvoyons a Grauert [12] (en fait, Grauert
travaille avec la norme L~ et non L', mais la démonstration est identique).
Notons aussi qu'un résultat analogue a ét€ démontré par Douady [3] pour
I’espace B(P,) des fonctions continues sur I—’p et holomorphe sur P,. muni de
la norme

sup|F(2)] ,

zEP,

et que la démonstration de Douady pourrait aussi bien €tre adaptée a [’espace
HYP,).

Si p est U privilégié. il existe C > O tel que, pour tout G € Im (U,), on puisse
trouver Fe E & H'(P,) vérifiant UF = G, |F|, < C|G|,; -cela résulte du
théoréme ‘‘des homomorphismes” de Banach (et en faii, peut se démontrer
directement en méme temps que le théoréme précédent).

Nous n’aurons besoin de ce résultat que dans le cas ot U est un polynome
homogene de degré &, auquel cas il est clair que, si G est homogéne de degré
k+ 1l etsi UF=G, F,<CGl, on aencore UF, = G, ||F,| < C||G|,
en désignant par F, la composante homogeéne de degré / de F (pour un degré [
fixé, une telle majoration est évidente; 1’essentiel est qu'ici, C est indépendant
de ).

Nous allons transposer ces résultats, soit 3, I’espace des polynomes homo-

genes de degré [ 4 n variables sur C; son dual peut étre identifié a 37, au
moyen du produit scalaire

FFy= 3§

181=
si 'on munit }, de la norme || - ||,, la norme duale est alors:

| F |l = sgp!félrﬁ

avec r; = 1/p; (ce que nous écrirons brievement: r = 1/p). On définit de
méme la norme || - |7 sur E* & ¥, (E*, dual de E, muni de la norme duale).
La transposée de U(J), restriction de F — UF 4 E® 3, est I’application

UD*: Ef ® 2w — E*® Y,
ainsi définie:
si F= 3 fzo, UD*F= 3} gz°, avec g, = X uff,.;
lal=k+1 181=1 fai=k

(u*, le transposé de u,) .

En transposant les résultats précédents, on obtient donc le
Corollaire (2.2). Etantdonné Ue I(E,E) ® 3., il exister = (r,, -+ -, 1),
r; > 0 et C > 0 possédant la propriété suivante:
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Pour tout le N et tout G eIm U(D)*, on peut trouver FeE¥ ®Q 3., tel
quon ait UD*F = G, |F.. < C|Glf.

Nous dirons alors que r est U-distingué; dans ce cas, pour 1 > 0, 2, est
évidemment encore U-distingué, avec C remplacé par Ci*.

3. La norme ‘““‘de Laplace’ formelle

Pour des raisons de commodité, nous permuterons dans la suite les rdles de
E et E*; pour

F= 3 freE®3,,

lal=t

nous poserons
PF = 3 (a!/la)Df.z7 (£ est plus ou moins une transformation de Laplace-
Borel), et ’

\Fl, = | ZF; .

Si F est une série formelle & n variables sur C (& coefficients dans E), nous
noterons F; sa composante homogéne de degré [, et nous poserons

F'=Fi+ - +F,

IF!T = Z‘Ft‘r .
120
Pour X =(X,,---,X,),ona
1
Ko+ Xy =3 Ly
pat=t !
d’ou en faisant X, = 1:
__l,!__ < n
«!

on en déduit que, si I'on a |F|, < 4+ oo, F est convergent au voisinage de
Porigine; inversement, de I’inégalité évidente a! < {a|!, on déduit que, si F
est convergente au voisinage de P,, on a |F|, < 4 .

Si F, = 0, on a immédiatement

3.1) |F|, < 3 r,|6F /62y, -

Si F est homogene de degré I, on a

d’olt par récurrence
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I 1
F _  —|F|,.
(3.2) D, < g AP

Proposition (3.3). Si F et G sont a valeurs scalaires, on a |FG|, <|F|,|G},.
Pour X = (X, ---,X,),Y = (Y,,---,Y,), on a la formule du bindbme

X +vy= 5 I _xys.
a+f=r a'ﬁ'

Prenons les X; égaux a x, etles Y, a 1; on a alors (X + Y)r = (x + D7l
en calculant de deux manieres le coefficient de x* (I <|y|) dans cette derni¢re
expression, il vient

rt 7!
(3.4) %l al 8t 1(7[ = D!

la]=

Démontrons maintenant la proposition (3.3); il suffit de traiter le cas ol F et
G sont homogenes, disons de degrés ! et m.
On a alors

FG = 3] (Z fagﬁ)z’.

l7l=l+m \atB=y

D’on, d’apres (3.4):

! ! —
r<IFHGLL z};—i—,ﬂf—'ﬁ—% — |FLIG. ,
lal=1

7!
|z e

ce qui démontre la proposition.

La norme introduite ici étant “homogene”, les inégalités précédentes peuvent
étre interprétées en termes de séries majorantes: si I’on a F = 3 f,z°,f. ¢ E,
g =2, 8.8, > 0, nous écrirons F € G; sil'on a, pour tout «: |f, |z < 8.3
nous dirons alors que G est une majorante de F.

Soit alors X une indéterminée; posons |Fly, = > |F,|.X"; les inégalités
(3.1), (3.2) et la proposition (3.3) seront encore vraies avec r remplacé par X,
et le signe < par «. Soient d’autre part

¢6C[[Y1""5Yﬂ]]’ et F(l),"~,F(p)€C[[Z1,"',Zn]],

les F® étant sans terme constant, il résulte de la proposition (3.3), interprétée
en termes de séries majorantes que, si @ est une majorante de @, on a

(3.5) |OF®, - FP) g, L O(FV g, -+, [FPg) ;

si F©, ..., F' sont a valeurs dans des espaces vectoriels de dimension finie,
disons F® a valeurs dans E‘¥, et si @ est une série formelle sur E® x ... X
E®, en choisissant convenablement les normes dans les £ (ce qui ne change
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essentiellement rien), on voit qu’on pourra encore trouver une série
e CIY,, - -, Y,]1]; acoefficients >0, qui vérifie (3.5) quels que soient les
F@; si @ est convergente, on pourra supposer @ convergente (nous laissons
les détails au lecteur). :

4. Equations différentielles

Soient E et E, deux espaces vectoriels de dimension finie sur C; considérons
une fonction @ holomorphe au voisinage de

(zg,YDeC" X [| E

lal<k
a valeurs dans E, avec @(z,, y°) = 0 et considérons 1’équation différentielle:
(E) &(z,D*F(z)) = 0 .
Soit

F= % flz—2z)°
lai<k+1

un polynome de degré < k + I, a valeurs dans E, avec (a! f, =)D*F(z,) = ",
pour |¢| < k; nous dirons que F est un jet d’ordre k + [ de solution de E,
prolongeant le jet

Fr = | Zékf"(z — )
si le développement de @(z, D*F(z)) en z, ne contient pas de termes de degré
< I, ce que nous écrirons @(z, D*F(z)) = 0 mod (z — z,)*. Pour /' > [, et F’
jet de solution d’ordre k& + /, nous dirons de méme que F’ prolonge F si les
coeflicients d’ordre < k + [ de F’ sont ceux de F.

Définition (4.1). Nous dirons que F* est fortement prolongeable si v/ > 0,
tout jet de solution d’ordre & + [ qui prolonge F* est lui-méme prolongeable
alordre Kk + [ + 1.

La partie analytique du théoréme de Cartan-K#hler (compte non tenu des
questions de données de Cauchy) est contenue dans le théoréme suivant:

Théoréme (4.2). Si F* est fortement prolongeable, il existe une série
F = 3 fz — z,)°, convergente au voisinage de 0, avec D°F(z,) = Y%, || < k,
qui soit solution de I’équation (E).

On peut toujours se ramener au cas ol z, = 0,)% = 0, ce que nous sup-
poserons. Posons, pour o« = k:

o0
oy

O =uclEE), et ¥(z,y)= 2 uy.—90.
I

al=k
a

Supposons trouvé un jet F¢*‘-! d’ordre k + [ — 1 de solution de E, et
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cherchons & le prolonger a 'ordre k& + [; dans I’équation que nous devons
résoudre les termes D°F, , n’interviennent que linéairement, et, en posant

Foo= 2 f&

laf=k+l

notre équation s’écrit:

2 uafﬁﬁ%&zﬂ = ¥(z, DF**7), .

la
L&

Par hypothese, un tel F,,; existe. Posons U = 3} u¥z*, et choisissons une
fois pour toutes un r = (r,, - - -, r,) qui soit U-distingué. Il résulte alors du
corollaire (1.2) que, si ’on pose

U(z, DFF*0), = 3 g,2°,

181=1

on pourra trouver F,,, vérifiant

sup a!llf,jrr < Csup Blleglr,

lal=k+1
ce qui s’écrit encore
l a E+l-1
|Fk+1[7- < WHF(Z, F )l|r s
d’ou, d’aprés (3.2)
DFyi), < C\U(E, DIFE1Y, |, avee || <k, € =sup-C

jal<k P*
Soit & une fonction holomorphe au voisinage de O dans

crx 1] ¢,

lal<k

a coeflicients positifs telle que (3.5) soit satisfaite avec @ remplacée par ¥'; on
peut supposer qu’on a ¥(0) = 0 et (0% /ay)(0) = O pour ]a] = k; on aura
donc, avec les notations du § 3, pour |a| < k

|DFepilx, € CXET(X,, [ DFFE 7y, .

Ecrivons ces inégalités en y remplagant successivement ! par 1,2, --.,[, et
remarquons qu’on a évidemment, si I/ < {:

;DﬁFk+l’—l|XT & |DﬂFk+l—l|Xr ,

donc
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F(X,,|DPFeV1X,), & T(X,, [DPFE g ) s
en ajoutant, il vient, pour |«| < k
|DF**i ]y, & C X1 T(X,, |DPFEI7 g )
Posons

Ak+l(X) — Z [szFk+l\Xr ;

14k
de (3.1) on déduit qu’on a, pour K > 0 convenable, indépendant de F:
[DPFF17 y L KXEIRIARNX) |81 <k
d’ou finalement, avec C, = C, ), -« 1,
AHX) € C¥(X,, KXk ial4*1-3(X)) |

Il existe m > 0 et C; > 0 tels qu’on ait, pour |z] = sup|z;| < m, |y,| < m
v.e0),

.

Tyl < Glizl+ ¥ vl+ 3 1.

Jal<k-1

Par suite, il existe m’ et C,, indépendants de [ tels qu’on ait, pour 0 < 2 <
m’, et AN < m'

A¥H(Q) < C4[2 4_{_ AAETNR) + AR

Soit A(2) la solution de I’équation A(2) = C,[1 + 24(3) + A(2)*] qui tend
vers O avec A; choisissons 4 de maniére & avoir A < m/, et A(2) < m'; pour
0<a< A, ona 0L CA+ 2a+ ad) <Cli+ 24Q) + AQ*1 = AD);
de A*(2) = 0, on déduit alors par récurrence qu’on a A**2) < A(2) pour
tout [; donc la série ), F,,, est convergente; ceci démontre le théoréme.
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